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定理 (Backlundin 1918-1919 [1]). 零点の密度関数N(び，T,h)はRiemannゼータ関数の非
自明な零点p=/3十i"(で/32: u, Tさ？さ T+hをみたすものの個数として定義する．こ
のとき， Lindelof予想が成り立つことと，任意の正の数eに対して，
N(u, T, 1) = o(logT) (T→ +oo) 
が u2:½+c で成り立つことは必要十分条件である．
ここでLindelof予想とは，任意の正の数eに対して
log 1((1/2 + it)I::; clogt 








Re(logく(1/2+it))= log 1((1/2 + it)I :S Clogt, 

















定理 (Cramerin 1918 [7]). Lindelof予想を仮定するこのとき，





定理 (Littlewoodin 1924 [12]). RiemaJ1n 予想を仮定するこのとき， t~5 に対して












れはGoldstonとGonekの研究 [10]が発端となりその後， Carneiro,Chandee, Milinovich, 
Soudararajan [4], [5], [6], [17]らにより改善，拡張されている．さらにこれらの関数は興味深
いQ評価も得られているこれに関してはBondarenko,Seip, Montgomery, Soundararajan, 
Tsang [2], [13], [16], [19]などが興昧深い結果を残している．特に， Bondarenko,Seip [2] 
の結果は直近のこのテーマに関する一つのブレイクスルーで非常に興味深いものである．
実際に， Montgomery,Selbergが昔に予想していた log1((1/2 + it)I, S(t)に対する正確な
オーダー評価に関する予想を完全に否定するものでもある近年のこれらの関数の挙動に
ついての正確な予想は以下の予想でFarmer,Gonek, Hughesにより 2007年に提起された．
予想 (Farmer,Gonek, and Hughes in 2007 [9]). 
max log 1((1/2 + it)I = ( tE[O,T] 況+o(l))凶logT) (log log T), 
S(t) 
1m sup 















定義 1(Short Interval Zero Density Condition). 関数l(t),v(t)を正値広義単調減少関数，
関数<I>(t)位(t)を正値広義単調増加関数とする．また， Iを恥>0上のある区間とするこの
とき以下の主張“任意のTEIに対して，
N(CJ, T, l(T)) :S l(T)v(T)(logT)<I>(T)112-u (2) 
が CJ2:½+ 詰了で成り立つ."を "the Short Interval Zero Density Condition of length 
l, volume v, density屯 anddomain ¥[I on I"と呼ぶまた簡単のためこの主張を略し









まず，この定義はuncnditionalな場合を“任意のWに対して， SIZDC-(1,const, 1, w)が
成り立つ”として表すことができるただし， 1ば恒等的に値を 1とする定数関数を意味す
る．これは単純に任意の u~1/2 に対して，















表し，以下s= (J + itでCJ,tは実数とするまた， x,aは正の数でx;:,:3, 0 <a< lとし，
心=(logx)-1, 釘=CJ1 + itとするただし， CJ1=½+a 十心であるそして A(n) を von
Mangoldt関数とし， Aェ(n)
ふ(n.)~{ A(n)~'~>:,~n) : : : '~X汽
゜ otherwise とするさらに，
A= {/3 + i"(((/3十灼） = o, It -'Y区 min{ ;, : ニ｝， (3) 
136
四=max{/31 It -'YI :S 1, or f3十i"(EA},
L = min { ;,max「こ f3十巧EA}},
T(a) = { 1 if as; 四 -1/2,





凡(x,t):= (X) a [(<rA-a-1/2)log<l>(t/2)] X2 (k+l)/log<l>(t/2) 
<l>(t/2) X~(<l>(t/2))' 
Ga(x, t) := T(a)(l(t/2) +心）v(t/2) (log x) (log t), 
Ya(a-, x, t) := 
,';,:;-・(ど'.A;'. り+logt)十仇(x,t) x { x'i'-• •;,;;~t) + 
＋叶/2-a(l十 <[>(t/2)-6xlog x) (x r十 <[>(t/2)1/2-a+ox}
logx log<[>(t/2) <[>(t/2) log<[>(t/2)' 
Ax(n) 
Ea(x, t) = L + log t + Ga(x, t) X 
ns1 
n'.'o丑








定理 1.SIZDC-(l, v, 屯剌 on[t -L, t + L]を仮定するただし， Lは(5)で定義される正
の実数であるまた，実数t;::14を〈(s)の零点の虚部とは一致しないものとして取り， X
を3:::;x:::;min{e沢心口外の範囲に属する実数とするさらに心=(1。gx戸と漑色
む＝四+it で四 =½+2心であるものとするこのとき，四：：：：： (J ::; 2, に対して
log〈(s)= L log s-p 
心+i(t -1) 






S -p Sx - p 
log ((s) =区 log +区 log (11) 
Sx - p 心+i(t-,y)I 1<2妬t-, - lsx-Pl:'.o妬
+L ふ(n)













系 2.任意に小さな正の数 e。を取る．そして， SIZDC-(10g~ogt,const, (log t)0, co log log t)を
仮定する，このとき，
log(仕+it) = L log l +½! it -:it -p + O,:o (log t 
l½+it-pl< 2 2 cologlogt log logt) 
-loglogt 
が成り立つ．特に，






N (a-,t, loglogt)≪(loglogt)-l(logt)l-co(<r-1/2) (12) 











































を締めくくりたいまず， Backlundの定理により， log1((1/2 + it) Iの上からの評価を用い
ることで，我々は臨界領域内の零点の分布に対する情報を得ることができる．そこで我々
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